Défis 1¢re Spé maths : dérivation — Thiaude P.

Défi Dérivation 01

Pour tout réel x on pose f(x) = x3 — 2x®> — x + 3, on note 4 le point de Cr
d’abscisse nulle et d la tangente a Cr en A.

Déterminer les coordonnées du point de C; distinct de A en lequel la tangente
d' a G est paralléle a la tangente d.

d il

Corrigé
Soita € R.
D’une part, pour touth € R:
fla+h)
=(a+h)®-2(a+h)?-(a+h)+3
=a®+3a’h+3ah?+h®—-2(a*+2ah+h*)—a—h—-3
=a®+3a’h + 3ah? + h® —2a%> —4ah—2h*—a—h -3
=h34+h?Ba-2)+h(Ba’?—-4a—-1)+a®>—-2a*-a-3
et d’autre part :
fa)=a®—-2a*?-a+3

donc:
fla+h)—f(a)
h
_h3+h2(3a—2)+h(3a2—4a—1)
B h
_h(h2+h(3a—2)+3a2—4a—1)
B h
h?+h(Ba—2)+3a?—4a—1
Ona:
vy v flath)=fl@ 5
f'(@) = lim . = lim[h? + h(3a - 2) + 3a® — 4a — 1]
=3a’2—4a—-1

On en déduit que f'(0) = 3(0)2 — 4(0) — 1 = —1: latangente d a donc pour
coefficient directeur (—1).

On sait que d' // d et que le coefficient directeur de d est (—1).

Or, deux droites non verticales sont paralléles lorsqu’elles ont méme coefficient
directeur, donc le coefficient directeur de d’ est aussi (—1).

Il s’agit donc de déterminer xz # 0 (x4 = 0) tel que f'(xg) = —1, xg estla

solution non nulle de I'équation f'(x) = —1.

On a les équivalences :
ff)=-1e3x?—4x-1=-13x?-4x=0xBx—-4)=0

4
(:>x=00u3x—4=0(:>x=00ux=§

w |

4
La solution non nulle de f'(x) = —1est§donc Xg =
Or, B € Cf donc yg = f(xg), d’ou:
2

e ) (o) 4

B (4 13)
3’27
Vérification a la calculatrice

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |
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Finalement :

J

K=Yy
y=-

=4e3
="0.999999X+1.8148134814815
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Défi Dérivation 02 5 9

Dans un repére orthonormé du plan, d’origine O, la tangente a la parabole E 3
11
d’équation y = x% — 3 x + 4 au point A d’abscisse x4 = 1 coupe I'axe des y=- §x +3
abscisses en E et I'axe des ordonnéesen F : Pour y = 0 on obtient :
5 9
0=—=x+3©-x=3x==
3 3 5

donc:E(g ;O).
Pour x = 0 on obtient :

5
y=-30)+3=3

donc: F(0;3).
T 9
> Onadonc:0E=§et0F=3.
Or,
Quelle est I'aire du triangle rectangle OEF ? Apgp = % x OE X OF
Corrigé donc:: 27
Pour tout réel x on pose : f(x) = x? —13—1x+4. Aopr = EXEX 3= 10
La tangente T4 a la parabole représentative de f au point A d’abscisse 1 admet
pour équation: y = f'(1)(x — 1) + f(1). On a, pour tout réel h : Conclusion
11 11 11 27
f(1+h) =1+ h)? —?(1 +h)+4=1+2h+h?*- ?—?h +4 Le triangle rectangle OEF a une aire égale a 10

—h2+<2 11)h+5—h2 Op

B 3 B 373
et:

(1) = 12—2(1)+4—5—E—i
r= 3 B 3 3
donc, pourtouth # 0:
5 4 4 5
fA+h)-f(1) h*—3h+3-3 h(h—g) _, .5
h h h 3
Ona:
o fAER-FQ) 5\ 5
P =i =t (h-3) = -

La tangente T4 admet donc pour équation :

5 4
y——g(x—l)'i'g
_ 5 5.4
y=73*¥T37T3
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Défi Dérivation 03 Vérification
Dans un repere orthogonal du plan on considére la parabole d’équation

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |
y = —x? 4+ 5x — 3 ; déterminer les coordonnées du ou des point(s) de

cette parabole en lequel (lesquels) la tangente passe par I'origine du repére :

2 P [ e
y=—-z"+5c—3 1

-

o

X=-1.732051
v=8.4641016155X+6.27E-10

WV

Corrigé

Pour tout réel x on pose f(x) = —x2 + 5x — 3.

Soita € R, la tangente a Cr au point d’abscisse a admet pour équation :
y=f'"(ax~-a)+f(a)
ey=f(ax—af'(a)+f(a)

Donc I'ordonnée a I'origine de cette tangente est : f(a) — af’(a).

Or, une droite non verticale passe par I'origine du repére si et seulement si son

ordonnée a l'origine est nulle.

Il s’agit donc de trouver a € R tel que f(a) — af’(a) = 0 autrement dit il s’ait de

résoudre I'équation f(x) — xf'(x) = 0 (%).

Or, pour tout réel x,f'(x) = —2x + 5 donc I’équation (*)s’écrit :

—x?>4+5x—3—x(-2x+5)=0
& —x2+5x—3+2x>-5x=0
©x*-3=0

sx—(V3) =0

e (x+V3)(x—+v3)=0
ex+V3=00ux—V3=0
ex=—3oux=+3

Or:

F(—V3)=—(—v3) +5(—V3) —3=-3-5V3-3=—-6-5V3
F(V3)=—(¥3) +5(V3) -3 =-3+5V3 -3 = —6+5V3
Deux points répondent a la question : A(v3; —6 + 5v3) et B(—V3; —6 — 5v3).
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Défi Dérivation 04
Pour tout x € [ — 2;+oo[ onpose: f(x) = Vx + 2.
La tangente au point d’abscisse nulle de C; coupe I'axe des abscisse en

un certain point : quelles sont les coordonnées de ce point ?

Pour tout h tel que 0 + h € Dy, c’est-a-dire h € [-2;+ o[, 0na:
fO+h)=fh)=vh+2

D’autre part: f(0) =0+ 2 =+2

Donc pour tout h € Dy telque h # Oona:

fO+m)-f©0) Vhtz-v2 _(VA+2-V2)(Vh+2+2)

h h h(VE+2 +72)
_(VEF) (2 h+2-2 hx1

h(Vh+2+v2) h(Vh+t2+v2) hx(Vht2++2)
1

T Vh¥2+V2
Finalement :
fO+h)—£(0) 1
h CVRF2+42

Ona:

"0 = 1i fO+M-fO _ . 1 1 1 1x32
f10) =iy h TROVRTZ4VE VEHNZ 22 2(42)
, V2

f1(0) =

La tangente a Cr au point d’abscisse nulle admet pour équation :
y=f"(0)(x-0)+£(0)

V2
y=Tx+\/§

Cette droite coupe I'axe des abscisse lorsque y = 0, donc il s’agit de résoudre

V2 V2 2 4
—x+V2=0e—x=-20x=—ox=—2x—x=—4
4 4 V2 V2

4
La courbe représentative de f coupe I’axe des abscisses au point de coordonnées

(—4;0).

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

]
.35355340165X+1.4142135623731

I\lx
an
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Défi Dérivation 05
Pour tout x € Ron pose : f(x) = —x? 4+ 5x — 1. La tangente au point
d’abscisse 1 de Cy passe-t-elle par I'origine du repeére ?

1 ‘
4 y=—x’4+5x—1

’{
O

Corrigé
VX€ER, f(x) =—x?+5x—1

Pourtouth € R:

fA+h)=-A+h)?+50+h)—1=—-1+2h+h*)+5+5h—1
=—-1-2h—h?+5+5h—1=—-h?+3n+3

f=—(2+51)—1=-1+5-1=3

Pourtout h # 0 :
f(A+h)—f(1) —-h®+3h+3-3 —h?+3h h(—-h+3)
h = h L

FA+R) - FQO)
) _

Ona:

fr) = lim

’Ll_rg(—h +3)=3

La tangente d au point d’abscisse 1 admet pour équation :

y=f M- +fD)
y=3x—-1)+3
y=3x—-3+3

y =3x

La tangente d admet pour équation réduite y = 3x, son coefficient directeur est
nul donc elle passe par I'origine du repeére.

Conclusion
La tangente au point d’abscisse 1 de Cr passe par I'origine du repere.
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DEDEAELLHNLE (utilise f'(x))

Pour tout réel x on pose :

FOO) = (e — 2)2(x — 3) (x—g>+ 1

On munit le plan d’un repeére orthogonal ; déterminer les abscisses des
points en lesquels Cr admet une tangente horizontale :

Y

Corrigé
9
Vx € R, f(x) = (x—Z)Z(x—3)<x—§>+1
Ona, pourtoutx ER:

f(x)=(x—2)2x<x2—gx—3x+z>+1

2
fx) =(x—2)?x (xz —%x+§)
Rappel
W) =2uxu et Uxv) =u xv+v xXu
Donc:
f'(x) =2(x—-2)(1) x (xz —%x+§) + (2x—%) (x—=2)*+0
flx) =((x-2) (2 (xz —%x+§)+<2x—%) (x—Z))

15
f'(x) = (x —2)(2x% — 15x + 27 + 2x? — 4x Xt 15)

f'(x) =(x-2) <4x2 —S;x + 42)

Il'y a une tangente horizontale pour Cy lorsque f'(x) = 0

C’est-a-dire lorsque :

53
x—2=00u4x2—7x+42=0

oex—2=0x=2
o4x2—573x+42estdelaformeax2+bx+caveca=4,b=—573etc=42,
de discriminant :

53\° 121 /11\?
— h2 _ = ——] — = —=|—
A = b? — 4ac ( 2) 42 = = (2)
A > 0 doncil y a deux racines réelles distinctes :
53 11
_h=VA 5 -7
METo0 T 2w T8
53 11
_—b+\/Z_+7+7_32_4
2T T 20 8

Conclusion
Il'y a trois points exactement en lesquels la tangente est horizontale et ils ont

21
respectivement pour abscisse : 2, 5 et 4.

f(x):=(x-2)%(x-3)(x-9/2)+1

1 - f(x) == (x—2)* (x—3) <x_g>
f(x)=0

" ssoute: {x=2x= 2 1]
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Défi Dérivation 07,
Pour tout réel x on pose : f(x) = —x% + bx — 1.
3
Déterminer la constante b sachant qu’au point d’abscisse > la tangente a Cr dans

un repere donné du plan a pour coefficient directeur le nombre 1 :

\(tangente de coefficient directeur IJ

flx)=-2*4+2z2—1

\ T
Corrigé

Pourtout x € R, f(x) = —x%2 + bx — 1 donc: f'(x) = —2x + b.

3
Au point d’abscisse > la tangente a Cr admet pour coefficient directeur 1 donc
f 2 -
On obtient donc :

3
—2@)+b=1@—3+b=1@b=1+3@b=4

Conclusion : b = 4.

S
~—] +
DO QO K== — === ==

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [] NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP []|

Graphl Graph2 Graph3

I\Y 1B -X2+4%-1
\Y2=
I\Y3=
EI\Y4=
E\Ys=
N\Ys=
I\Y?=
I\Ys=

K=3s2
y=1¥+1.25
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Défi Dérivation 08

On découpe dans une feuille de carton carrée de 12 cm de c6té un patron a
partir duquel, par pliage, découpage et en utilisant un peu de ruban adhésif,
on construit une boite sans couvercle ayant la forme d’un pavé droit.

Quel est le volume maximal de la boite ainsi obtenue et pour quelle(s) valeur(s)
de x ce volume maximal est-il atteint ?

i X
i X
L x
XT X
-
12

Corrigé
Remarquons que x doit pouvoir étre retiré deux fois a 12, donc 2x < 12, soit
x < 6, et comme x > 0 on obtient finalement x € [0;6].
Pourx € [0;6],laboitea:
* pour base un carré de coté 12 — 2x, donc d’aire (12 — Zx)z,
¢ une hauteur x.
En notant f(x) le volume de cette boite on a donc:
flx)=(012-2x)?xx
Puis en développant :
f(x) = x(144 — 48x + 4x?) = 144x — 48x? + 4x3

Pourtout x € [0;6], f(x) = 4x3 — 48x% + 144x.
D'ou:

f'(x) =4 x3x? — 48 x 2x + 144

f'(x) = 12x? — 96x + 144

12x% — 96x + 144 estde laforme ax? + bx + caveca = 12, b = —96 et
¢ = 144, de discriminant : A = (=96)% — 4(12)(144) = 2 304 = 482

A > 0 donc 12x? — 96x + 144 admet deux racines réelles :

—b—VA +96—48 48

X1 =

2 2(12) 24
_Th+VA_+96+48 144 _ 122 12
2= To0 T T 2012) 2x12 2x12 2

HORHAL FLOTT AUTO REEL RAD HP n HORHAL FLOTT AUTO REEL RAD MP D

Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».

D’ou le tableau de signes :

x —00 2 6 +oo
12x% — 96x + 144 + 0 - 0 +

Ona:
£(0) = 4(0)® —48(0)% + 144(0) =0
f(6) =(12-2(0))?%x0=122x0=0
f2)=(12-22)?%x2=(12-4)?x2=82x2=64x2=128

On obtient finalement le tableau de variation :

X 0 2 6
Signe de f'(x) + ¢ -
Sens de variation 128
de f 0 7 N 0

On déduit de ce tableau de variation que :
le volume maximal de la boite est 128 cm3, atteint pour x = 2 (seulement).

Remargue La base la boite de volume maximal est un carré de 8 cm de c6té et
elle a une hauteur de 2 cm.

NORHAL FLOTT AUTO REEL RAD HP n

FENETRE
Amin=0
Amax=6
Xarad=1
Ymin=0
Ymax=150
Yorad=10
Arés=]1
ad=0.022727272727273
PasTrace=0.0454545454545..,

Groaphl Graph2  Grophd Yi=H(l2-2K)2

ENY18X(12-2%)7
ENY 2=
ENY 3=
ENY 4=
ENYs=
INY 5=
ENY 7=
ENYg=

W=z Y=128
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Défi Dérivation 09

Pour tout x > 0, on pose : f(x) = x3 — x2.

Quelle est la valeur minimale de f(x) sur [0; 4o [ et pour quelle valeur de x
est-elle atteinte ?

-

Corrigé
Vx € [0;+0o [, f(x) = x3 — x2.
f est dérivable sur son ensemble de définition et pour tout x € [0; 4o :
f'(x) = 3x* — 2x
f'(x) =x(3x—2)
2

3x—2=0(:>3x=2(:>x=§

Régle : « ax + b est du signe de a a I'extérieur des racines ».
f(0)=03-0%2=0

(-6 -6 -6 G-)-56-9-3(3)-=

On obtient finalement le tableau de variation :

X 0 E 40
3
X 0 + +
3x—2 — +
f'(x) 0 — +
Sens de 0 4
variation \ — 55 ﬂ
27
de f

Le tableau de variation montre que la valeur minimale de f(x) sur [0; +oo[ est

4 . 2
— —, atteinte pour x =—.
27 3

On peut aussi étudier le signe de 3x* — 2x, c’est-a-dire de f'(x), en tant
gu’expression du second degré en rappelant la régle des signes valable pour une
telle expression.
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Défi Dérivation 10

Pour tout réel x on pose f(x) = —x3 + 3x2 —x + 1, E et F sont les
points de Cr d'abscisses respectives 1 et 2 : par lecture graphique

déterminer I’équation réduite de la tangente a Cr en E et de |a tangente

a Cr en F puis vérifier a I'aide de f'(x) et de la formule de |a tangente.

Ny

J

i

Corrigé
* par lecture graph

1 2 '\ x
7 \
ique
/\y A
F +4
E !
i
| 1 =
AR !
+ 4+
1 2

\

A(3; 6) appartient a la tangente Ty a Cr en E, ona :
f'(1) = coeff directeur de la tangente en E

=}’A—}’E_6—2

xA_xE_3—1=2

4

autre rédaction

f'(1) = coeff directeur de la tangente en E
_ variation des ordonnées  +4

variation des abscisses  +2

D’autre part, cette tangente passe par 'origine du repére donc son ordonnée a
I'origine est nulle.
L’équation réduite de Ty estdonc: y = 2x.

B(6; —1) appartient a la tangente Tz a Cr en F, ona :
f'(2) = coeff directeur de la tangente en F
_Yomyr_-1-3_—4_ |
Cxp—xp 6-2 4

autre rédaction

f'(2) = coeff directeur de la tangente en F
_ variation des ordonnées  —4

variation des abscisses  +4
La tangente Tr admet pour équation :

y=f2)x-2)+f(2)

y=—-1(x—-2)+3

y=—x+2+3

y=-x+5
La tangente admet pour équation réduite: y = —x + 5.
(on peut aussi remarquer que Tr coupe I'axe des ordonnées a la valeur 5 donc
I'ordonnée a I'origine de T est 5, d’ou d’équation réduite y = —x + 5).

* en utilisant f'(x)
Pourtoutx ER, f(x) = —x3+3x2—x+1
donc:
fl'(x)=—-3x2+3x%x2x—1
fl(x) ==-3x2+6x—1
dou: f'(1) =-3(1)2+6(1)—-1=-3+6—-1=2
etf(2)=-3(2)2+6(2)—1=-3%x4+12—-1=-1.
Les équation réduites de T et Tr s’obtiennent ensuite comme précédemment.
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Défi Dérivation 11

On pose, pour tout réel x :
fx)=(x?-7x+10)*2+1

Calculer f'(x), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation de
f surR.

Corrigé
VXER, f(x) = (x?—7x+10)%2 + 1

rappel : (u?)’ = 2u x u’

Posons : ulx) =x*—=7x+ 10
Ona: u'(x) =2x—7
Donc:

flx) =2(x?-7x+10)2x —7) +0
fl(x) =2(x%-7x+10)(2x — 7)
f'(x) = (x? — 7x + 10)(4x — 14)
e étudede:x?—7x+ 10
x> —7x + 10 est de la forme ax®* + bx + caveca=1,b = —7,c = 10, de
discriminant : A = b?> — 4ac = (—=7)? — 4(1)(10) = 49 — 40 = 9.
A > 0 donc x? — 7x + 10 admet deux racines réelles distinctes :
—b—VA +7-V9 7-3 4

= = = =9
1 2a 2(1) 2 2

_—b+VA +7+49 7+3 10
=T T2 2 2T

Regle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».

e étudede:4x — 14
14 7
4x—14=0(:>4x=14(:>x=z(:>x=§

Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».

¢ tableau de variation de f

fR)=(2)?-712)+102+1=(4-144+10)?+1=04+1=1

/0= () 0) -5

f5)=(5)2-7(55)+102+1=(125-354+10)2+1=0*+1=1

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

On obtient finalement le tableau de variation :

7
X —0o0 2 > +oo
4x — 14 — — (0] +
x> —7x+ 10 + - +
f'(x) — + ( +
Sens de variation 97
G f N o, 7
Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

Y1=(X2-7X+10)2+1

R=?s2 Y=97¢16
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Défi Dérivation 12

On pose, pour tout réel x :
flx) = (x? —4x + 3)3

e Calculer f'(x), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation
de f sur R.

¢ En déduire la valeur minimale de f(x) pour x € R et la(les) valeur(s)
de x permettant de I'atteindre.

Corrigé
Vx €ER, f(x) = (x? — 4x + 3)3
rappel : (u®) = 3u® x u’

Posons : ulx) =x*>—4x+3
Ona: ulx)=2x—4
Donc:

f1(x) =3(x% — 4x + 3)%(2x — 4)
f'(x) = (x? —4x + 3)2(6x — 12)

e étudede: (x? — 4x +3)°

x? —4x + 3 estdelaforme ax?+ bx + caveca=1,b = —4,c = 3,
de discriminant : A = b? — 4ac = (—4)? — 4(1)(3) = 16 — 12 = 4.
A > 0 donc x? — 4x + 3 admet deux racines réelles distinctes :

—b—+VA +4—-4 4-2 2
e O
—-b+VA +4+VE 4+2 6
=T T2 T2 T 27

Un carré est toujours positifs ou nul.

(x? — 4x + 3)? est toujours positif ou nul et s’annule pour x = 1 et pour x = 3.

e étudede: 6x — 12
12
6x—12=0(:>6x=12(:>x=?(:>x=2

Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».

¢ tableau de variation de f
) =((1D*-41)+3)3=1-4+3)3=0=0
f2) =((2)—4(2)+30° =(4-8+3)% = (-1)* = -1
fB)=((3)?%*-43)+3)2*=0O-12+3)*=03=0

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

On obtient finalement le tableau de variation :

X —oo0 1 2 3 400
6x —12 — — 0 + +
(x% —4x + 3)? + + + ) +
f'(x) — ( — ¢ + D +
Sens de
variation 0 0
Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

Y1=(X2-4X+3)3

®=2 Y="1

utilisation commerciale strictement interdite — copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com — Thiaude P. »



Pour tout x € R, f(x) = x® — x? + ax — 7, a constante.

On note C la courbe représentative de f dans un repére donné du plan.
Déterminer a sachant que la tangente a C au point d’abscisse (—1) est
paralléle a la droite d’équation y = 7x.

Corrigé

La tangente au point d’abscisse (—1) est paralléle a la droite d’équation y = 7x.

Or, le coefficient directeur de la tangente au points d’abscisse (—1) est f'(—1)
et deux droites (non verticales) sont paralléles lorsqu’elles ont le méme
coefficient directeur,
donc: f'(1) =7.
Ona, pourtoutx ER, f(x) = x3 —x? + ax — 7.
Donc: f'(x) = 3x* — 2x + a.
Onadonc:
3(-1)?-2(-1D)+a=7
©34+24+a=7
Sa=7-3-2
Sa=2
Conclusion:a = 2.

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

Graphl Graph2 Graph3 )
\Y1BX*-X*+2X-7 . i /

X=-1
v=7.000001X+-3.999999

Pourtout x € R, f(x) = —x3 + x2 + ax + b, a et b sont des constantes.
On note C la courbe représentative de f dans un repére donné du plan.
Déterminer a et b sachant que la tangente a C au point d’abscisse 2
admet pour équation réduite y = —7x + 16.

Corrigé

La tangente au point d’abscisse 2 admet pour équation réduite y = —7x + 16.
Donc: f(2) =-7(2)+16 =—-14+ 16 =2et f'(2) = —7.

Pour tout réel x, f(x) = —x3 + x2 + ax + b.

Donc, on a d’une part :
f2)=-2)32+@2)?*+a2)+b=-8+4+2a+b=2a+b—4

et d’autre parton a:

f'(x) ==3x2+2x+a

doncf'(2) = -3(2)?+2(2)+a=-12+4+a=-8+a.

. , . . . —-8+a=-7
Il s’agit donc d | ‘ { .
s’agit donc de résoudre le systéeme d’équations 2a4+b—4=2
La premiere équation donne : a = —7 + 8 = 1, puis en remplagant dans la

deuxiéme équation :
2)+b—-4=2o2+b—-4=2ob=2-24+4b=4

Conclusion:a =1letbh = 4.

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Grophl Graph2 Graph3

X=2
y="7.000001X+16.000002
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Défi Dérivation 15
Pour tout réel x, on pose :
x? —4x+4

xZ —6x +10

* déterminer I'équation réduite de la tangente a Cr au point d’abscisse 3
e étudier I'existence d’un minimum et d’'un maximum de f sur R

fx) =

Corrigé
¢ tangente au point d’abscisse 3
On montrerait sans difficulté [non rédigé] que pour tout x € R :
, —2x* +12x — 16
fx) =—= >
(x2 — 6x +10)
Une équation de la tangente a Cr au point d’abscisse 3 s’écrit :

y=f B3 x-3)+/(3)

Or,
3)?*-43)+4 9-12+4 1
(3)>-6(3)+10 9-18+10 1
, -2(3)*+12(3)—16 -2x9+36—16 2
((3)2 —6(3) + 10)2 1 1
On obtient :
y=2(x—-3)+1
y=2x—-6+1
y=2x-5

La tangente a Cr au point d’abscisse 3 admet pour équation réduite : y = 2x — 5.

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

—t——— <

K=
y=

3 A
1.999998X+-4.999994

e minimum et maximum de f sur R

Le tableau de variation que I'on obtient en premiere, sans les limites de f(x)
en —oo et en +ooqui seront vues I'année prochaine, n’est d’aucune utilité...

En visualisant Cr sur I'écran de la calculatrice on peut conjecturer que le
minimum de f sur R est zéro, atteint en 2 ( x = 2) uniquement et que le
maximum de f sur R est 2, atteint en 4 (x = 4) uniquement.

On a d’une part, pour tout réel x :
x2—4x + 4 (x —2)?
[ = 10 =37 +1
qui montre que f(x) est toujours positif ou nul et s’annule lorsque son
numeérateur s’annule, c’est-a-dire lorsque x = 2 uniquement donc :
zéro est le minimum de f sur R et il est atteint en 2 uniquement.

D’autre part, on a pour tout réel x :
x? —4x+4 _2(x2—6x+10) x? —4x+4

2 flx) =2 — = _
f&) X2 —6x+10 x2—6x+10 2% —6x+ 10

C2(x* —6x+10) — (x* —4x+4)  2x* —12x+20 —x* +4x — 4
B x%2 — 6x + 10 B x2 — 6x + 10
_x*=8x+16  (x—4)?
Cx2—-6x+10 (x—3)2+1
qui montre que 2 — f(x) est toujours positifs ou nul, etque 2 — f(x) = 0
lorsque (x — 4)? = 0 autrement dit lorsque x = 4.
Onadonc:Vx €ER,f(x) <2etona:f(x) =2 < x = 4autrement dit :
2 est le maximum de f sur R et il atteint en 4 uniquement.
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Défi Dérivation 16

Pour tout réel x positif ou nul, on pose :

) = ax—1+—
xX) =ax — —
x+1
Déterminer a sachant qu’au point d’abscisse 3 la tangente a Cf admet

pour coefficient directeur 1.

Corrigé
16

f(x) =ax—1+m

u\' U xXv—v xu
Rappel : (;) =
ulx) =16 uwx)=0
v(x) =x+1 v'(x) =1

0 1) —1(16
FO0 =a+t (xtx_)l_l)z( )
16

f'(x)=a—m ()

On sait qu’au point d’abscisse 3 la tangente a Cr admet
pour coefficient directeur 1, et que le coefficient directeur est égal au nombre
dérivé, donc: f'(3) = 1. En utilisant (*) on obtient :

Onadonc:a = 2.

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [] NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP []

Graphl Graph2 Graph3
INY182X-1+37 T

.....................................................

I\Y?= X=3
¥=0.9999999375X+6.0000001875
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Une unité de distance est choisie.

Soit ABCD un rectangle tel que AB = 3

et AD = 2, M un point variable de (AB)

n’appartenant pas a lademi-droite [ BA).
La demi-droite [MC) coupe [AD) en S.

On pose BM = x et on note f(x) I'aire
du triangle AMS.

1. Montrer que, pour tout x > 0 :

(x +3)2
flx) =——
2. Calculer f'(x), en étudier le signe, dresser le tableau de variation de f.
En déduire I'aire minimale du triangle AMS et la valeur de x permettant de
I"atteindre : que dire alors de la position relative des points A, Bet M ?

Corrigé
1. Notons a la mesure commune en degré des angles AMS et BMC.
Dans le triangle AMS rectangleen Aona:
AS 4

tan AMS = — =
an AM "3 +x

autrement dit :

t ()
= (%
an a x+3

Dans le triangle BMC rectangleen Bona:
tanBMC = e _ 2
aMEME T BM T x
autrement dit :
2
tana = — (x%)
x

Il résulte de (x) et (%) que :

AS _ 2
x+3 «x
autrement dit :
2
AS=—(x+3)
X

Autre méthode : on peut obtenir AS en montrant que (BC) / (AS) puis en
appliquant le théoréme de Thalés.

Le triangle AMS est rectangle en A donc :

AM X AS
Aams = —
donc:
2
(3+x)><}(x+3) 2 1 2(x+3)?
Apys = 5 =(x+3)x;x(x+3)x§:—2x
_ (x+3)?
T x
On a donc bien, pour tout x > 0 :
(x + 3)?
fx) =——
Remarquons que, pour tout x > 0 :
(x+3)?%* x2+6x+9
f(x) = =
x
w' uv—v'u
Rappel : (;) = —r
u(x) =x*+6x+9 u'(x)=2x+6
v(x) =x v'(x) =1
, 2x +6)(x) — (1) (x* + 6x +9)
flx) = Z
, 2x*2 +6x —x>—6x—9
flx) = >
x
, x?> =9
fx) = p

Un carré est toujours positif ou nul doc le signe de f'(x) est celui de son
numérateur : x* — 9.
¥*-9=0ex*=9ox=V9oux=—9ex=30ux=-3
Autre méthode

¥*-9=0ex-3%=0o+3)(x-3)=0
©x+3=0o0ux—3=0x=—-30ux=3

Rappel : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur de ses racines »

X —o -3 3 +o0

x?—9 + 0 - 0 4
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Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

On en déduit le tableau de variation de f sur ]0; +oo[ :

X 0 3 400
Signe de f’'(x) - 0 +
Sens de variation
de f N 12 /
(3+3)? 6 36
f(3) 3 373

Le tableau de variation précédent montre que la valeur minimale de f(x) est
12, atteinte pour x = 3 (uniquement) par conséquent I’aire minimale du
triangle AMS est 12, atteinte pour x = 3 (uniquement) c’est-a-dire lorsque B
est le milieude [AM].

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

Y1=((X+3)2)/(X)

g

ISR FIVENIY M k! Un grand classique

Une unité de distance est choisie.

Une boite de conserve de forme cylindrique doit avoir
un volume donné.

Démontrer que la quantité de métal nécessaire a sa
fabrication est minimale lorsque sa hauteur est égale a
son diamétre.

Corrigé
Notons V le volume donné, x le rayon de I'un des disques de base du cylindre et
h(x) sa hauteur.
Pour un cylindre de rayon R et de hauteur hon a: Veyjingre = TR? X h,
donc: V = mx* X h(x), d’ou :

h) = —

TX

Le patron habituel d’un cylindre de rayon R et de hauteur h est constitué de deux
disque de rayon R et d’un rectangle de c6tés 2nR et h.
On en déduit que la quantité de métal nécessaire a la fabrication de la boite de

conserve est :

%4 2V
() =mx? x 2 4+ 2mx X h(x) = 2mx? + 2mx X — = 2nx% + —
x2 x

wy/ uv—v'u
Rappel : (;) = 17—2
ulx) =2V uwx) =0
v(x) = x v'(x) =1
f'(x) =2m x 2x+w

2V
f'(x) = 4nx -z

Atx X x% 2V

fx) = 2 Tz
£1(x) = 47Tx12— 2V

3 _
o = 280

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son
numérateur 2(2mx3 — V),de plus comme 2 > 0, on en déduit que f'(x) est du
signe de g(x) = 2mx3 — V.
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Rappelons que pour tout a € R on note Y/a le nombre réel dont le cube est égal a
3
a autrement dit : (Ya)” = a.

Pourtout x > 0,0ona:

14
g(x)=27Tx3—V=2n<x3—E)=2n 32— |—] |=2n03-a®

3|V
enposant: a = Py

Or, pour tous réelsa et b :

(a —b)(a® + ab + b?) = a® + a®b + ab* — a’b — ab? — b3 = a® - b3
donc: a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?).
Par conséquent, pour tout x > 0: g(x) = 2m(x — a)(x? + ax + a?).
Or, x > 0 eta > 0donc ax > 0 puis x% + ax + a* > 0.
Comme 2 > 0 et x2 + ax + a® > 0 on en déduit que g(x) est du signe de
(x —a).

Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f, donc le signe de g(x) donne le
sens de variation de f.

On a donc le tableau de variation :

X 0 a 400
Signe de f'(x) - 0 +
Sens de
variation \ ]
a
de f f(a)

On en déduit que f(x) est minimale pour x = « : la quantité de métal nécessaire
a la construction de la boite de conserve est minimale pour x = a.

Onaalors:

¢ d’une part : rayon de la boite de conserve = «, donc : diamétre = 2«

¢ d’autre part:

b _ %4 _an_ VXa _an_an_an
(a)_naz_nxa3_ [V 3 XL_VXT[_ v
nx(/—) T Xom 21 2
21
=VXax—==2a

On a: diameétre = 2a et hauteur = 2a par conséquent diametre = hauteur.

Conclusion
La quantité de métal nécessaire a la fabrication de la boite cylindrique est
minimale lorsque sa hauteur est égale a son diameétre.

DD EGIENGLEE Un grand classique

Une unité de distance est choisie.
On veut construire, le long d’un mur, un potager d’aire 20 m? de forme
rectangulaire puis le cloturer sur ses trois cotés restés libres :

Déterminer les dimensions exactes de ce potager pour que la
longueur de cléture nécessaire soit minimale.

Corrigé

Posonsx = AB ety = BC.

Ona:x Xy = aire du rectangle ABCD = 20,donc:y = %.
La longueur de la cl6ture est :

20 20
AB+BC+CD=x+7+x=2x+7

Pour tout x > 0, on pose :
20 2x%2 20 2x%2+20
f)=2x+—=—"—t+"=""—
x x x x
e calcul de f'(x)

wy/ uv—v'u
Rappel : (;) = 17—2
u(x) = 2x* 4+ 20 u'(x) = 4x
v(x) =x v'(x)=1
_ 2
£ = 4x(x) 1x(22x +20)
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100 4x%2 — 2x2 — 20 NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP []lNURHﬂL FLOTT AUTO REEL RAD MP []
x:

2y 9258 Graphi Graph2 Graph3 TAZZRIEINE) .
f'x) = x—z I\Y1E2%+ 2 Nge—"
X \Y2= !
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son B\Y3=
numérateur : 2x% — 20. \Y4=
E\Ys=
Or, pour tout réel x : INYs=
2 =
22% = 20 = 2(x* - 10) = 2(x? — (V10) ) = 2(x + V10)(x — V10) i
¥=3.1622777 Y=12.649111

Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».

o o e ]
X —o  —v10 10 +oo0

2 + + + ¥1({10)
x + V10 - 0+ e, 4{10
x —V10 - - +
(x+3)(2x — 6) + 0 — ( +

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

¢ tableau de variation

x 0 V10 +00

signe de f'(x)

_ d, +
sens de
variation \ /
de f 410

2(V10) +20 2x10+20 40xI0 40vT0

o 20 20V10 20V10
SLx—\/l_O,y—\/l_O— (\/1_0)2 =0 =2V10
e conclusion

La longueur minimale de cl6ture est 4v10 m, atteinte lorsque
AB =+10met BC = 2v10 m.
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Défi Dérivation 20 « tableau de variation

Soit f la fonction définie sur ]0; 4o par : . x 0 1 oo
flx)=x+ . signe de f'(x) — ¢ +
Calculer f'(x), en étudier le signe, en déduire le tableau de variation ser'1$ <‘je
de f. variation /
de f 2
Application 1
Soit a, b, c trois réels strictement positifs. f=1+-=1+1=2
Comparer la moyenne de ces trois nombres et l'inverse de la moyenne 1
de leurs inverses, autrement dit comparer : Application
a+b+c 3 Soient a, b, c trois réels strictement positifs.
=———— et F = E-F
3 LEp S Catbec 3
Corrigé 3 1_'_1_'_ 1
1 a b
= - 1. 1 1
V>0, f(x) =x+— (a+b+c)(a+b+ ) 3(3)
1\ -1 =
Rappel : (1) = — 1,11 1,11
appel sy 1x2 3(a+%+cb) 5 3(a+b+c)
(x) — — a,a,@a, 0,0, b, c, c, C_
1 1 1 1
ff=1-— b 3(G+5+2)
2 a,b,b,¢c,c. a —
f’(x)=x——i2 _ptatetptatet3—o
x 1
x? -1 3(g+5+¢)
f(x)_ g+i+g+i+£+i_6
, (x+1)(x—1) bTa@TcTh Ta" T
fe) = S _ b C a
- 3 1 1 1
Regle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ». (5 Tyt E)
a b c
x SIS 1 +o0 @)@+ rE)-s
x+1 — + + - 1.1 1
x—1 - -0+ 3(G+5+0)
(x+D(x—-1) + 0 - ( + Or, a,b, ¢ sont strictement positifs donc =, b et £ aussi.
b’ ¢ a

Le tableau de variation de f sur ] 0; +00 [ montre que, pour tout x € ]0; +oco[ on
Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f. a f(x) > 2 par conséquent :

f(%)>2.f(§)>2etf(§)>2

puis par somme :
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a b c Corrigé
f(E)‘Ff(E)Zf(E)}Z-FZ-FZ ’Df
a ¢ Il faut que le dénominateur x + 4 de f(x) soit non nul :
s fl-)+ (—) +fl=)>6
f(b) flcj f(a)/ x+4+0 x+—4
a c
= Z ) — donc:Df = R — {—4}.
(:)f(b)+f<c>+f(a) 6>6—6 r {4}
a b c , . / .
ef (E) +f (E) +f (E) -6>0 * f'(x), signe de f'(x), tableau de variation de f
. .o 1 1 1 . . iy
Puis en divisant par 3 (—+ -+ ;) qui est strictement positif : - 2x2 + 9x + 22
a b c X) =
F@)+r@)+r(@)-o X
1 1 1 >0 uy' uv—v'u
3(E+E+E) Rappel:(—) =——
autrementdit:E—F >0 F—-F+F>0+FSE>F. v v
Conclusion u(x) = 2x* + 9x + 22 u'(x) =4x+9
La moyenne de trois nombres strictement positifs est toujours supérieurs ou v(x) =x+4 v'(x) =1

égale a I'inverse de la moyenne de leurs inverses.
(4x +9)(x + 4) — 1(2x2 + 9x + 22)

Vérification ! =
HORHAL FLOTT AUTD REEL RAD f (x) (x + 4)2
4x% + 16x + 9x + 36 — 2x% — 9x — 22
1A '(x) =
38 , 2x% 4+ 16x + 14
¥ (x+4)
[T T S I B Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son
o T 1% ° numérateur : 2x? + 16x + 14.
1 2x* + 16x + 14 est de la forme ax? + bx + caveca = 2, b = 16 et ¢ = 14, de
discriminant :
— 2 — 2 — — —
Défi Dérivation 21 A = b? — 4ac = (16)? — 4(2)(14) = 256 — 8 x 14 = 256 — 112 = 144

A > 0 donc 2x? + 16x + 14 admet deux racines réelles distinctes :

On considere la fonction f définie par :
-b—VA —-16—-+V144 —-16—-12 28

2x% 4+ 9x + 22 = = = =_7
flag =T T 2(2) 4 4
o o xd _chtVE_-164v1aE_-16+12 4 _
e déterminer 'ensemble de définition de f Xp =" = 2@2) = 2 ===

e calculer f'(x), en étudier le signe puis dresser le tableau de
variation de f

* déterminer I'équation réduite de la tangente T a C au point
d’abscisse nulle

Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur de ses racines ».

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.
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On obtient le tableau de variation :

x — -7 —4 -1 +o0
signe de f'(x) + 0 - - 0 +
Sens de / ~19 /
variation \ \
de f 5
2(=7)2+9(-7)+22 2(49) —63+22
f=1= 7+4 B 3 -
( 1)2_+ 9JE HD+22 2-9 +_22 15
2(— — —
—1 = = = — =
fED -1+4 3 3 >

* équation réduite de la tangente T a Cy au point d’abscisse nulle
La tangente T admet pour équation : y = f'(0)(x — 0) + £(0).
2002+16(0) +14 14 7

IO - [
1 (0 + 4)2 16 8
2(00249(0)+22 22 11
0+4 4 2
_7( 0 11
y—8x +2
7 +11
Y=8*T3

La tangente T admet pour équation réduite : y = g x+ 12—1 .

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Graphi Graph2 Graph3 Y1=(2X2+9X+22)0(X+H) : —
, N
2%2+9% 22 P

.\YiE Koy | ) ) — __l-' -
ny8fx+4 e
E\Y3=
N\Y4=
E\Ys=

\Ye=

S - .
I\Y?=
K=-? Y=-19

Défi Dérivation 22

On considere la fonction f définie par :

1
— y2 _ 24—
f(x) =x 3x + +x 1

et pour tout réel x, on pose : g(x) = 2x3 — 7x? + 8x — 4.

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.

2. a. Calculer g(2).
b. Factoriser g(x) dans R.
c. Dresser le tableau de signes de g(x) sur R.

3. Calculer f'(x) puis justifier que pour tout x € Dy, f'(x) a le méme signe que
g(x).

4. Dresser le tableau de variation de f.

Corrigé
fx)=x>—-3x+2+

1
T et Vx ER, g(x) =2x3 —7x% +8x — 4

1. ensemble de définition de f
Il faut que le dénominateur x — 1 de f(x) soit non nul :
x—1#0eox+1
donc Dy = R — {1}.

2. a. Calculde g(2)
g2 =223 -7(2)?+8Q2)-4=2x8-7x4+16—4
=16—-28+4+16—-4=32-32=0
Conclusion: g(2) = 0.

b. Une factorisation de g(x) dans R
g est une fonction polynéme de degré 3 et g(2) = 0 donc il existe
trois constantes réelles a, b et ¢ telles que :
vx €R,g(x) = (x — 2)(ax? + bx + ¢)
En développant le membre de droite de cette égalité, on a voit :
— d’une part que le terme de plus haut degré est ax?, or le terme
de plus haut degré de 2x3 — 7x? + 8x — 4 est 2x3,donca = 2
— d’autre part que le terme constant est (—2c), or le terme
constant de 2x3 — 7x% + 8x — 4 donc : —2¢ = —4, soit ¢ = 2
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On a dong, pour tout x € R, g(x) = (x — 2)(2x? + bx + 2).
En développant le membre de droite de cette derniére égalité,
on obtient pour termeen x : (2 — 2b)x, or le terme en x de
2x3 —7x%> +8x —4est8,donc2—2b=8,2b = —6,b = -3
Finalement: Vx € R, g(x) = (x — 2)(2x? — 3x + 2).

c. Tableau de signes de g(x) sur R
ex—2=0x=2
Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine »

e 2x* — 3x + 2 est de la forme ax? + bx + c aveca = 2,
b = —3etc = 2,dediscriminant:
A=b*—4ac=(-3)?2-42)2)=9-16=-7

A < 0donc 2x% — 3x + 2 n"admet pas de racine réelle.

Régle (lorsque A < 0) : « ax® + bx + c est toujours du signe
de a et ne s’annule jamais ».

On en déduit que 2x? — 3x + 2 est toujours strictement positif
donc g(x) est du signe de (x — 2), d’ou :

X —00 2 400
Signe de g(x) — d) +

3. Calculde f'(x) et étude de son signe

1
Vx;tl,f(x)=x2—3x+2+m

f est somme d’une fonction polynéme, qui est dérivable sur R, et d’'une
fonction rationnelle, donc elle est dérivable sur chacun des intervalles de
son ensemble de définition.

!

1 —v'
Rappel : (—) =—
v v

v(x) =x*—3x+2 v'(x) =2x -3
f’(x)=2x—3+m

L @=E-D* 1
f1e = (x —1)2 (x —1)2

4.

2x—-3)(x*—-2x+1)—-1

f'x) = D2

, 2x3 —4x? +2x —3x2+6x—-3—-1
f') = D2

, 2x3 —7x> +8x —4

f') = G2

Or, pour tout x € R,2x3 — 7x? + 8x — 4 = g(x)
Donc pour tout x # 1,
g(x)
(x — 1?2
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son
numérateur g(x).

f'x) =

Tableau de variation
Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

X —00 1 2 400
signe de f'(x) - 0 +
Sens de

va;i:t]iron \ \ . /
1

1
f@ =@ -3 +2+5—=4-6+2+7=1

Vérification

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP I

Y1=X2-3X+2+(1/(X~-1))

X=2 Y=1
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Défi Dérivation 23
Une unité de distance est choisie.

On considere un triangle ABC isocéle
enAtelque: AB=AC=1,BC =x
oux € ]0;2[.

Quelle est I'aire maximale du triangle

ABC et pour quelle(s) valeur(s) de x

est-elle atteinte ?

Que peut-on alors dire de la nature du triangle ABC ?

Corrigé

Notons I le milieu de [ BC]. Le triangle ABC est isocéle en A donc la médiane
issue du sommet principal A est aussi la hauteur issue de ce sommet, par
conséquent (AI) L (BC).

Le triangle ABI est rectangle en I donc d’apreés le théoréme de Pythagore,

on en déduit que : AB* = AI* + IB?.

Or, AB =1etIB = BC =%x, donc :

2

X\ 2 x? 4 x?
2 _ 272 - 2 _ 1 _ 2 _ 2 _
1 = Al +(2) s AlIF=1 2 < Al 172 < Al

4
5 Al = 4—x2_\/4—x2_\/4—x2
onc: Al = 7y
1 1 4—x2 1
Ona:a‘lABC=§><BC><AI=§><x><—2 =ZXXV4—X'2
1
Posons, pour tout x€]0;2[, f(x) = Zx\/4 —x2
I u'
Rappel : (uxv) =uv+v'u et (Vu) =—
ppel : (u X v) (V) N
20 1(1 pp x)
x)=—(1X+y4—x2+—-—=Xx
4 %\/4—x2
1 X
e
4 4 — x2

oo LA+
fix 4\ Va—xz  Va—x?

o1 4 — x2% — x?
f(x)—ZX—m
oy 1o 4-2x
f(x)—4 Nrae
oy 1 o202—x%)
f(X)_ZX—\/;L—ixz
14 _((\/E) _xz)
e
fr(x) _ (\/§+X)(\/§—X)
WA g2
f,()_(x+\/§)(—x+\/§)
= 24 — x2

Pour tout x € ]10;2[, 2V4 —x2 > 0 et x + v/2 > 0 donc le signe de f'(x)
estceluide: —x +v2.0na: —x+V2 =0 —x = —\2 & x =2,

Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».

On obtient finalement le tableau de variation :

x 0

Signe de f'(x)

Sens de

+ f—
variation / \
de f

N~ -9—%
(\©)

f(VZ) =2x V2 x /4_(ﬁ)2=§x\/§xm=§x\/§x\/§
1 2 1
=Z(\/§) —

! 2

— X —_ —

4 2
Six = /2, alors BC = /2.

2
Onad’une part: BC? = (v2) =2,
etd’autre part: BA2+ AC* =12 +12=1+1= 2.
On constate que BC? = BA? + AC? donc d’aprés la réciproque du théoréme de
Pythagore on en déduit que le triangle ABC est rectangle en A.
Conclusion
1

L’aire maximale du triangle ABC est > atteinte pour x = V2 (uniquement),

le triangle ABC est alors rectangle isocele en A.
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